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基于典型相关分析的多视图学习方法综述 

郭陈凤，伍冬睿 
（华中科技大学人工智能与自动化学院，湖北 武汉 430074） 

摘  要：多视图学习是将不同来源的特征子集加以融合的策略。典型相关分析是多视图学习中的重要方法，旨在

最大化不同视图之间的相关性。传统的典型相关分析仅能计算两个视图之间的线性相关性，无法应用于包含多个

视图或包含非线性相关性的数据集。此外，如果将典型相关分析应用于有监督任务，其作为一种无监督方法将导

致标签信息的浪费。针对上述问题，提出大量非线性的、针对多个视图的、有监督的基于典型相关分析的多视图

学习方法。首先，概述经典的基于典型相关分析的多视图方法；然后介绍这些方法在模式识别、跨模态检索和分

类，以及多视图嵌入中的典型应用；最后，对基于典型相关分析的多视图学习方法面临的挑战和未来研究方向进

行了总结和展望。 
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A survey on canonical correlation analysis based multi-view learning 

GUO Chenfeng, WU Dongrui 
School of Artificial Intelligence and Automation, Huazhong University of Science and Technology, Wuhan 430074, China  

Abstract: Multi-view learning (MVL) is a strategy for fusing data from different sources or subsets. Canonical correla-
tion analysis (CCA) is very important in MVL, whose main idea is to maximize the correlation of different views. The 
traditional CCA can only calculate the linear correlation between two views. Moreover, it is unsupervised, and the label 
information is wasted in supervised learning tasks. Many nonlinear, supervised, or generalized extensions have been pro-
posed to accommodate these limitations. Firstly, a comprehensive overview of representative CCA approaches was pro-
vided. Then their classical applications in pattern recognition, cross-modal retrieval and classification, and multi-view 
embedding were described. Finally, the challenges and future research directions of CCA-based MVL approaches were 
pointed out. 
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0  引言 

通过单一视图对事物进行描述是局部的、不准

确的，如同“盲人摸象”，无法得知事物全貌。现实

场景中包含多个描述视角的多视图数据不胜枚举[1-3]。

多视图数据如图 1 所示，被拍摄物体的不同拍摄视

角、视频中的音频和图像帧、网页上的文字和对其

他网页的链接、人的脑电图（electroencephalogram，

EEG）和心电图（electrocardiogram，ECG）、同一

语义对象的不同描述语言等都是多视图数据。使用

多视图数据能够帮助被描述对象的信息得到更充

分的表达，从而更好地完成分类、聚类、回归等与

机器学习相关的识别任务[4]。基于此，多视图学习

应运而生。作为机器学习的重要分支，多视图学习
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正在引起越来越广泛的关注和研究。多视图学习的

主要目的在于挖掘视图间的一致性和互补性[5-6]，以

达到比单视图更好的泛化性能。 
多视图学习算法可以分为 3 类[7-8]：协同训练、

多核学习、子空间学习。协同训练算法[9-10]是基于分

歧的半监督学习方法中相对经典的一类，该算法首

先利用已被标记的样本在各视图上分别训练一个学

习器；然后利用各学习器对所有未被标记的样本进

行预测，交换置信度较高的样本，并重新训练模型；

重复上一步骤，直到迭代次数达到预设最大值或者

所有未被标记的样本均被标记。多核学习[11-12]首先

利用核函数将原始样本映射到不同的特征空间，然

后对各空间中的特征进行线性或非线性组合，以最

大限度地挖掘不同空间的特征表达能力，进而提高

任务的性能。子空间学习[13-15]假设每个视图都由一

个共同的隐空间生成，各算法通常寻找各视图向共同

子空间的映射方向，从而实现从高维向低维的映射。 
典型相关分析（canonical correlation analysis，

CCA）是子空间学习中的重要方法，也是比较经典的

统计学方法之一。1936 年，Hotelling H[13]首次提出了

CCA，其旨在为各视图寻找合适的映射方向，将视

图映射到相关空间，在该空间中不同视图间具有最大

的相关性。CCA 的原理如图 2 所示。由于 CCA 考虑

了不同特征之间的关系，与多视图学习的思想非常契

合，自然地被推广到多视图学习中[16-18]，应用方向包括

多视图聚类[19-20]、多视图回归[21]、多视图降维[22]等。 

 
图 2  CCA 的原理 

传统的 CCA 只能处理两个视图的线性相关

关系，无法应用于包含多个视图或者包含非线性相

关性的数据集。此外，如果将 CCA 应用到分类、

回归等有监督的任务中，其作为一种无监督的方法

将导致标签信息的浪费。针对上述问题，大量非线

性的、针对多个视图的、有监督的基于 CCA 的多

视图学习方法被提出[23-36]。 
对于包含非线性相关性的数据集而言，通常有

3 种分析方法。第一种是基于核函数的方法，该方

法首先使用核技巧将各视图映射到高维特征空间，

然后进行线性相关的映射，例如核典型相关分析 
（kernel CCA，KCCA）[24]；第二种是基于近邻的方

法，这类方法的思想来源于图模型，即通过保留局

图 1  多视图数据 
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部线性结构的方式降低数据的维度，例如局部保留典

型相关分析（locality preserving CCA，LPCCA）[25]；

第三种是基于深度神经网络（deep neural network，
DNN）的方法，这类方法首先通过 DNN 对数据进

行复杂的非线性映射，然后进行线性相关性分析，

代表方法包括深度典型相关分析（deep CCA，

DCCA）[27]、深度变分典型相关分析（deep variational 
CCA，DVCCA）[28]。 

针对包含两个以上视图的真实场景，常见的

思路有通过高维矩阵张量的计算直接最大化所有

视图的相关性，例如张量典型相关分析（tensor 
CCA，TCCA）[31]。除此之外，还有成对地最大

化多个视图间的相关性，例如基于最小二乘的典型

相关分析（least squares based CCA，LS-CCA）[32]；

也有基于子空间思想的方法，其试图为各视图寻

找一个共同的相关子空间，例如广义典型相关分

析（generalized CCA，GCCA）[33]。 
样本的标签信息对于分类、回归等任务至关重

要。为了充分利用标签中的判别性信息，Sun T K 等

人 [34] 于 2018 年提出了判别式典型相关分析

（discriminative CCA，DisCCA），该方法同时考虑了

视图间的类内和类间相似性。在此基础上，Sun S L
等人[35]结合 CCA 和线性判别分析（linear discriminant 
analysis，LDA） [36]提出了多视图线性判别分析

（multi-view linear discriminant analysis，MLDA）。 
本文对基于 CCA 的多视图学习方法进行了综

述。第 1 节介绍了针对两个视图和多个视图（两个

以上视图）的具有代表性的扩展方法；第 2 节阐述

了这些方法在多视图识别、跨模态检索和分类以及

多视图信息嵌入和表示中的典型应用；第 3 节总结

全文，并对基于 CCA 的多视图学习面临的挑战和

未来研究趋势进行了总结和展望。 

1  基于 CCA 的多视图学习方法 

基于 CCA 的多视图学习方法按照可处理的视

图的数量可以分为针对两个视图和针对多个视图

的方法，按照是否使用了标签信息可以分为有监督

和无监督的方法，按照是否进行了数据的非线性映

射可以分为线性和非线性的方法[37]。本文主要按照

可处理的视图数量以及是否进行非线性映射进行

分类，主要分为针对两个视图的线性方法、针对两

个视图的非线性方法、针对多个视图的线性方法以

及针对多个视图的非线性方法 4 类，同时在各个类

别中分别介绍有监督和无监督的方法。本节介绍的

基于 CCA 的多视图学习方法见表 1，本文使用的主

要符号的含义见表 2。 

表 1 基于 CCA 的多视图学习方法 

方法 多个视图 有监督 非线性 基于 DNN 

CCA     

sCCA     

KCCA     

RCCA     

LPCCA     

DisCCA     

MLDA     

MULDA     

DCCA     

DisDCCA     

DCCAE     

DisDCCAE     

DVCCA     

SUMCOR-CCA     

LS-CCA     

GCCA     

TCCA     

DGCCA     

表 2 本文使用的主要符号的含义 

符号 含义 

,X Y  视图 X 和视图Y 的特征矩阵 

( , )i ix y  视图 X 和视图Y 的第 i对样本 

N  各视图的样本数 

c  类别数 

in  类别 i的样本数 

J  视图数 

K  典型向量的个数 

xd  视图 X 的特征维度 

xw  视图 X 的一个典型向量 

xW  视图 X 的典型矩阵 

XYS  视图 X 和视图Y 的协方差矩阵 

⋅  矩阵的转置 

I  单位矩阵 

2
⋅  向量的 2 范数 

F
⋅  矩阵的 Frobenius 范数 

tr( )⋅  矩阵的迹 
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1.1  针对两个视图的线性方法 
针对两个视图的线性方法以 CCA 为代表，包括

增加稀疏性约束的稀疏典型相关分析（sparse CCA，

sCCA）[38]，以及有监督的 DisCCA、MLDA、MULDA。 
1.1.1  CCA 

CCA 通过寻找几组合适的映射方向以最大化

两组随机变量之间的相关性。对于两个去均值后的视

图 [ ]1 2, , , xd N
N

×= ∈X x x x 和 [ ]1 2, , , N=Y y y y ∈  
yd N×

，其中 N表示样本个数， xd 和 yd 分别表示视

图 X 和视图Y 的特征维度，CCA 通过寻找两个投

影方向 1xd
x

×∈w 和
1yd

y
×∈w ，最大化 xX w 和

yY w 的相关系数： 

( )
( )( ),

max ,
x y

x XY y
x y

x XX x y YY y

ρ =
w w

w S w
X w Y w

w S w w S w
（1） 

其中，协方差矩阵的计算方式为： 

 1
1XY N

=
−

S XY  

 1
1XX N

=
−

S XX  （2） 

 1
1YY N

=
−

S YY  

在式（1）以及后续所有方法的求解过程中，

为了保证矩阵求逆的稳定性，可以通过 xXX r+S I和

yYY r+S I 的形式对协方差矩阵进行正则化，其中 I

为单位矩阵，rx和 ry为正则化系数。正则化系数通

常为较小的正数，例如 0.001。在式（1）的函数中，

当 wx和 wy的值呈现倍数变化时，函数的最大值不

会发生变化。为了保证解的唯一性，通常采用固定

分母、优化分子的方式进行优化，从而可以将式（1）
转化为如下形式：  

 ,
max

s.t. 1, 1
x y

x XY y

x XX x y YY y= =
w w

w S w

w S w w S w
 （3） 

式（3）可以采用特征值分解和奇异值分解两

种方式求解[27,37]。以特征值分解的方式为例，除了

获得最大特征值对应的映射向量并将其作为典型

向量，也可以同时计算第二大、第三大……的特征

值 所 对 应 的 特 征 向 量 ， 以 构 成 映 射 矩 阵

,1 ,, , xd K
x x x K

×⎡ ⎤= ∈⎣ ⎦W w w 和 1 ,, ,y y y K⎡ ⎤= ⎣ ⎦W w w， ∈  
yd K×

，其中 K表示典型向量的个数。本文将矩阵

xW 和 yW 称为典型矩阵，将 xX w 和 yY w 称为典型

变量。 
1.1.2  sCCA 

通过 CCA 计算的典型矩阵通常是稠密矩阵，

并且当特征维度高于样本数时，求解过程中的求逆

等运算将变得不稳定。为了解决上述问题，Witten D 
M 等人[38]在惩罚性矩阵分解（penalized matrix de-
composition，PMD）[39]的基础上提出了 sCCA。 

PMD 首先使用奇异值分解计算任意矩阵

d N×∈M 的近似矩阵
1

ˆ
m

i i i
i
b

=

= ∑M u v ，该近似矩阵的

秩为m，其中 ib 表示第 i个最大的奇异值， 1d
i

×∈u
和 1N

i
×∈v 分别表示对应的左、右奇异向量。当

1m = 时，最小化
2ˆ
F

−M M 等价于最大化以下目标

函数： 

 
2 2

1 1 2 22 2

max

s.t. 1,  1,  ( ) ,  ( )p c p c= =

u,v
u Mv

u v u v≤ ≤
 （4） 

其中， 1
1

( )
d

i
i

p u
=

= ∑u 和 2
1

( )
N

i
i

p v
=

= ∑v 表示 Lasso 惩

罚，系数 1c 和 2c 控制了稀疏的程度。 

sCCA 将式（4）中的矩阵M 替换为视图间的

协方差矩阵的形式 XY ，其目标函数如下： 

2

2

,

2
1 1 2 22

max

s.t. 1, 1, ( ) , ( )

x y
x y

x y x yp c p c= =

w w
w XY w

w w w w≤ ≤
 

  （5） 
为了保证得到凸目标函数，首先将式（5）中

的约束 2
2 1x =w‖ ‖ 和 2

2 1y =w‖ ‖ 分别修改为 2
2 1xw‖ ‖≤

和 2
2 1yw‖ ‖≤ 。然后，通过求解多变量 PMD 的方式[39]

计算出 K对典型向量 , , 1{( , )}Kx k y k k=w w 。在 sCCA 的

基础上，有许多改进的方法被提出，例如考虑结构

化信息的结构化稀疏典型相关分析（group-level 
sCCA）[40-42]。总之，sCCA 系列的改进都是为典型向

量增加稀疏性约束以提高降维后特征的可解释性。 
1.1.3  DisCCA、MLDA、MULDA 

DisCCA 是在 CCA 的基础上提出的具有代表

性的有监督方法之一。相对于 CCA，DisCCA 在最

大化视图间同类样本相关性的同时，最小化视图间

非同类样本的相关性。首先，将视图 X 和Y 按照类

别进行重新排列： 
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1

(1) (1) ( ) ( )
1 1

ˆ , , , , , ,
c

c c
n n⎡ ⎤= ⎣ ⎦X x x x x   （6） 

 
1

(1) (1) ( ) ( )
1 1

ˆ , , , , , ,
c

c c
n n⎡ ⎤= ⎣ ⎦Y y y y y   （7） 

式（6）和式（7）中的 ( )i
jx 和 ( )i

jy 分别表示类别 i

的第 j 个样本， cn 表示第 c 个类别的样本数。

DisCCA 的目标函数为： 

  ,

ˆ ˆmax

ˆ ˆ ˆ ˆs.t. 1,   1
x y

x y

x x y y= =

w w

w XAY w

w XX w w YY w
  （8） 

式（8）仍然可以转化为特征值分解的形式进

行求解，其中矩阵
1 1

=diag( ), , , ,
i i c cn n n n n n× × ×A 1 1 1  

表示关于类别的分块矩阵。DisCCA 本质上是将最

大化视图间对应样本之间的相关性变成了最大化

视图间任意同类样本对之间的相关性。在 DisCCA
原文（参考文献[34]）的相关实验中提到，两个视

图的相关性非常高对分类任务可能没有帮助。这是

因为在两个视图完全相关（相关系数为 1）的情况

下，对视图进行融合只会导致信息的冗余。因此原

文（参考文献[34]）在实验中证明了 DisCCA 的相

关性映射能力相较于 CCA 有所降低，但是显著提

高了分类准确率。 
MLDA 在 CCA 的基础上结合了 LDA 的思想，

在最大化视图间相关性的同时最大化各个视图内

的类间方差。定义视图 X 的类间散度矩阵

,
1 ˆ ˆ

b N
=XS XWX ， 其 中 1 2diag( , , , )c=W W W W  

( c
c cn n×∈W )的元素等于

c

1
n

，视图Y 的类间散度矩

阵具有相似定义。MLDA 的目标函数为： 

  
, ,,

max

s  .t. 1
x y

x b X x y b Y y x XY y

x XX x y YY y

η

σ

+ +

+ =
w w

w S w w S w w S w

w S w w S w
 （9） 

其中，η 为惩罚系数，
tr( )
tr( )

XX

YY

σ =
S
S

。采用求和的约

束形式，是为了保证得到解析解。利用拉格朗日乘

子法，式（9）最终可以转化为特征值分解的形式

进行求解。 
MLDA 在最大化视图内方差的过程中，没有考

虑不同特征维度之间的冗余。多视图不相关线性判

别分析（multi-view uncorrelated linear discriminant 
analysis，MULDA）[35]在 MLDA 的基础上增加了

不同映射方向之间的正交约束，其目标函数为： 

,, ,
, , , , , , , ,max

x k y k
x k b X x k y k b Y y k x k XY y kη+ +

w w

w S w w S w w S w  

, , , ,

, , , ,

s.t. 1

0,  0,  1, , 1
x k XX x k y k YY y k

x k XX x i y k YY y i i k

σ+ =

= = = −

w S w w S w

w S w w S w
（10） 

MLDA 和 MULDA 从视图内的类别散度的角

度提高所提取特征的判别性，同时考虑最大化视图内

的类间散度与最大化相关性。而 DisCCA 则是从视图

之间的类别相关性来考虑，由于计算中涉及视图间相

同类别样本的任意组合，因此该方法对异常值更加敏

感。Sun S L 等人[35]还进一步提出将 MLDA 和

MULDA 目标函数中的 CCA 替换为 DisCCA，该方法

能够同时考虑视图内和视图间的类别信息。 
1.2  针对两个视图的非线性方法 

第 1.1 节主要介绍了针对两个视图的线性方

法，本节将介绍 4 类针对两个视图的非线性方法。 
1.2.1  KCCA、RCCA 

KCCA 首先利用（非线性）核函数将视图映射

到高维特征空间后进行相关性映射。设视图中样本的

映射为 xφ 和 yφ ，则视图所在的线性空间分别表示为

1[ ( ), , ( )]x x x Nφ φ=Φ x x 和 y =Φ 1[ ( ), , ( )]y y Nφ φy y 。与

CCA 的目标一致，此时 KCCA 的目标函数为： 

 ,

max

s.t. 1, 1 
x y

x x y y

x x x x y y y y= =
w w

w Φ Φ w

w Φ Φ w w Φ Φ w
 （11） 

其中， xw 和 yw 可以分别表示为 xΦ 和 yΦ 的线性组合： 

  
( )

( )

1

1

N
i

x x i
i

N
i

y y i
i

a

b

φ

φ

=

=

= =

= =

∑

∑

x

y

w x Φ a

w y Φ b
 （12） 

其中， 1, , Na a⎡ ⎤= ⎣ ⎦a 和 1, , Nb b⎡ ⎤= ⎣ ⎦b 表示线性

系数。式（11）可以改写为： 

  ,

max

s.t. 1,   1

x x y y

x x x x y y y y= =
a b

a Φ Φ Φ Φ b

a Φ Φ Φ Φ a b Φ Φ Φ Φ b
（13） 

定义核矩阵 x x x=K Φ Φ 和 y y y=K Φ Φ ，其中

( )) ,(x ij i jκ=K x x 。κ 表示核函数，例如径向基函数。

式（13）可以简化为： 

 ,

max

s.t. 1,  1

x y

x x y y= =
a b

a K K b

a K K a b K K b
 （14） 

与 CCA 相似，通常进一步对核协方差矩阵进
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行正则化以保证数值的稳定性[37]，将 x xK K 和 y yK K

分别替换为 x x x xr+K K K 和 y y y yr+K K K ，其中 xr 和

yr 为正则化系数。线性系数 a和 b的求解同样可以

转化为特征值分解问题[37]。 
使用核函数将视图映射到新的特征空间，相当

于对视图采取了不同的距离度量方式，这使得视图

在低维空间没有表现出的相关关系，在高维空间能

够更容易地体现。然而，KCCA 的计算复杂度较高。

Lopez-Paz D 等人[43]提出了随机非线性典型相关分

析（randomized nonlinear CCA，RCCA），即通过对

视图进行随机非线性映射，在损失少许性能的情况

下显著降低 KCCA 的计算复杂度。 
RCCA( , ) : CCA( ( ), ( )) KCCA( , )x yf f= ≈X Y X Y X Y   

  （15） 
其中， ( )xf ⋅ 表示视图 X 的映射函数，其参数

,1 ,2 ,( , , , ) xd D
x x x x D

×= ∈Q q q q 是通过在与视图无关

的分布上随机采样得到的，例如高斯分布。D维随

机非线性特征 xZ 的计算方式如下： 

( ) ( ) 1
, , 1 ,: cos , ,cos N
x d x d d x d N db b ×⎡ ⎤= + + ∈⎣ ⎦z q x q x  

 ,1 ,, , D N
x x x D

×⎡ ⎤= ∈⎣ ⎦Z z z  （16） 

其中， 1
1 2[ , , , ] D

Db b b ×= ∈b 是随机生成的偏置项，

cos 函数可以替换为其他非线性函数，如 sin 函数。针

对视图Y ，仍然采取相似的方式获得随机非线性特征。 
1.2.2  LPCCA 

除了计算复杂度高，KCCA 使用全局核化的策

略还忽略了复杂数据中的局部线性关系。局部流形

结构的假设认为在高维空间中互为近邻的样本，映射

到低维空间之后也互为近邻[44]。Sun T K 等人[25]基于

这一假设提出了 LPCCA，该方法通过考虑样本邻

域内的局部线性关系，实现全局数据降维。LPCCA
认为不同视图的对应样本在映射到相关空间之后

应该距离十分接近，因此 CCA 的目标函数也可以

表达为以下形式： 

( ) ( )

( ) ( )

,

2

2
1

2 2

1 1

min

s.t. 1,  1

x y

N

x i y i
i

N

x i y i
i i

N

w y y

=

= =

− − −

− = − =

∑

∑ ∑

w w

w x x w y y

w x x
 （17） 

其中，
1

1 N

i
iN =

= ∑x x 和
1

1 N

i
iN =

= ∑y y 分别表示 X 和Y

的均值向量。经过代数运算，式（17）变换为： 

 

( )( )

( )( )

( )( )

, 1 1

1 1

1 1

max

s.t. 1

1

x y

N N

x i j i j y
i j

N N

x i j i j x
i j

N N

y i j i j y
i j

= =

= =

= =

⋅ − − ⋅

⋅ − − ⋅ =

⋅ − − ⋅ =

∑∑

∑∑

∑∑

w w

w x x y y w

w x x x x w

w y y y y w

 （18） 

定义相似矩阵 xS ，矩阵中第 i行、第 j列的元

素为： 

 ( ) ( )2

2
,

exp / , Nei

0,   

i j x j i
x ij

t
S

⎧ − − ∈⎪= ⎨
⎪⎩

x x x x

其他

 （19） 

其中，

2

2

1 1

2

( 1)

N N i j
x

i j
t

N N= =

−
=

−∑∑
x x

表示所有样本的均方距

离， Nei( )ix 表示 ix 领域内的样本。Y 的相似矩阵

yS 具有相似定义。 

通过将 xS 和 yS 引入式（18），全局相关关系可

以被分解为多个局部的、邻域样本之间的线性相关

性。LPCCA 的目标函数为： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, ,, 1 1

, ,
1 1

, ,
1 1

  

max

s

 

.t. 1

1

x y

N N

x x ij i j y ij i j y
i j

N N

x x ij i j x ij i j x
i j

N N

y y ij i j y ij i j y
i j

S S

S S

S S

= =

= =

= =

⋅ − − ⋅

⋅ − − ⋅ =

⋅ − − ⋅ =

∑∑

∑∑

∑∑

w w
w x x y y w

w x x x x w

w y y y y w

  

  （20） 
该目标函数同样可以转化为特征值分解的形

式进行求解。基于邻域的变形方法强调保留局部近

邻关系而忽略非近邻的相关关系[45]。除此之外，也

有在 CCA 原目标函数的基础上进一步增加局部

邻域关系的基于“加法策略”的方法[46-47]。 
1.2.3  DCCA、DisDCCA、DCCAE、DisDCCAE 

一类常见的视图非线性相关性分析方法是将

CCA 与 DNN 结合。这类方法首先利用 DNN 对非线

性数据进行复杂的非线性变换，然后进行线性典型相

关分析。在 DNN 和 CCA 结合的基础上，进一步结合

自编码器、变分自编码器等，可以延伸出多种变形。 
DCCA 模型结构如图 3（a）所示。设 xf 和 yf 分

别表示两个视图的特征映射网络。 ( )x x= ∈H f X  
xd N′ × 和 ( ) yd N

y y
′ ×= ∈H f Y 分别表示两个网络的

输出，其中 xd ′和 yd ′分别表示网络输出的特征维度，

通常有 x yd d′ ′= 。根据 CCA 奇异值分解的求解方法，
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DCCA 的目标为最大化矩阵T 的前 K 个奇异值之

和。矩阵T 的具体定义为： 
1 1
2 21 1 1

1 1 1x x x y y yN N N

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

T H H H H H H  

   （21） 

则 DCCA 的目标函数为： 

  

, , , 1

max ( )

1 1
1

s.t.
1 1

1

x y x

K

k
k

x x x x

y y y y

N

N

σ
=

⎛ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎛ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑
f f w wy

T

w H H w

w H H w

  （22） 

其中， ( )k Tσ 表示矩阵T 的第 k个最大的奇异值。 

Andrew G 等人[27]对 DCCA 采用了全批量

（full-batch）的优化策略，这是因为在 CCA 的计

算过程中涉及对训练集数据协方差矩阵的计算，

如果将数据集划分为多个小的 batch，协方差矩阵

的计算可能变得不准确。然而，全批量的优化方

式内存消耗大、耗时长，尤其是对于几百万甚至

上千万的数据集而言。针对这个问题，Wang W R
等人 [48]提出只要保证划分的批量大小（batch 
size）相对较大，batch 内的数据足以对整体的协

方差进行近似估计，这使得小批量（mini-batch）
的优化策略可以被使用。 

Wang W R 等人[26]在 DCCA 的基础上结合自编

码器提出了深度典型相关自编码器（deep canoni-

cally correlated auto encoders，DCCAE）。解码器通

过对原始视图进行重构，最大化编码器输出与原始

输入之间的互信息。DCCAE 能够使编码的特征在

保留自身信息的同时从其他视图中学习有用的

信息，增强了视图的独立性，有助于处理测试

时仅包含单一视图的情况。DCCAE 的模型结构

如图 3（b）所示，图中 xg 和 yg 分别表示对视图 X

和 Y 进行重构的解码器。设 λ 为惩罚稀疏，

DCCAE 的目标函数为： 

( )

( )( )( ( )( ) )
, , , , , 1

22

max

1 1s.t. 1,   1
1 1

x y x y x

K

k
k

x x y yF F

x x x x y y y y

N

N N

σ

λ
=

−

− + −

⎛ ⎞ = ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑
f f g g w wy

T

X g f X Y g f Y

w H H w w H H w

 

  （23） 
将 CCA 扩展到有监督的 DisCCA 的策略完全

可以等价地应用到将 DCCA 扩展到有监督的判别

式深度典型相关分析（discriminative deep CCA，

DisDCCA）[30]中。DCCA 和 DisDCCA 在实现中主

要包含两点差异：一是在计算每个 batch 的损失时，

将式（21）中的
1

1 x yN −
H H 替换为

1
1 x yN −
H AH ，

其中 A的定义与 DisCCA 中的相同；二是当模型训

练结束后，对于所有训练集的网络输出，应用

DisCCA 计算出典型矩阵 xW 和 yW 。 

同样地，DCCAE 可以扩展为有监督的判别式

深度典型相关自编码器（discriminative deep ca-

 
图 3  针对两个视图的基于 DNN 的模型 
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nonically correlated autoencoders，DisDCCAE），这

与将 DCCA 扩展到 DisDCCA 的方法完全相同。对

于损失函数中包含最大化相关性目标的深度学习

模型而言，总是可以通过增加判别式矩阵的方式扩

展到有监督。实验表明，这种扩展方法几乎总是优

于无监督的方法。 
1.2.4  DVCCA 

Bach F R 等人[49]从隐变量模型的角度解释了

CCA。该模型假设视图中的样本 x和 y在多元隐变

量空间 1zd ×∈z 中是条件独立的，其中 zd 表示隐变

量空间的维度。CCA 旨在最大化变量 x和 y的联合

概率分布： 

 
( , , ) ( ) ( | ) ( | )

( , ) ( , , )d

p p p p

p p

=

= ∫
x y z z x z y z

x y x y z z
 （24） 

DVCCA[28]由变分自编码器[50]扩展而来，其模

型结构如图 3（c）所示。首先，编码器 xf 计算视图 
X 中样本 ix 的均值向量 iμ 和协方差矩阵 iΣ ；然后

从分布 ( , )i iN μ Σ 中采样 L个样本 ( )
1{ }l L

i l=z ；最后解码

器 xg 和 yg 分别对 x和 y进行重构。DVCCA 的目标

函数为： 

 
( )( )

( ) ( )( )
, ,

KL
1

( ) ( )

1 1

1min ( | ) ||

log | log |

x x y

N

i i i
i

N L
l l

i i i i
i l

D q p
N

p p
NL
λ

=

= =

+

+

∑

∑∑

f g g

z x z

x z y z
（25） 

其中，第一项表示分布 ( | )i iq z x 和 ( )ip z 之间的 KL

散度（Kullback-Leibler divergence），后两项表示近

似后验分布下对数似然的期望值，等价于重构误

差。DVCCA 仅仅考虑了两个视图的共同隐变量 z，
不足以对视图 X 和Y 的信息进行充分描述。为了充

分挖掘各视图独有的信息，Wang W R 等人[28]在

DVCCA 的基础上进一步考虑各个视图独有的编码

信息，提出了 DVCCAP（DVCCA-private）。参考文

献[28]的实验结果表明，DVCCAP 比 DVCCA 具有

更好的表现。 
DVCCA 是较早从概率模型的角度出发对典型相

关进行建模的方法，属于概率 CCA。在这类方法中，

还有多种基于贝叶斯理论的概率模型[51-53]。 
1.3  针对多个视图的线性方法 

实际场景中可能包含多个视图，本节分别介绍

针对多个视图进行典型相关分析的线性方法和非

线性方法。 

1.3.1  SUMCOR-CCA、LS-CCA 
求和形式的典型相关分析（sum of correla-

tion-CCA，SUMCOR-CCA）[54]是针对多个视图提

出的一种自然的扩展形式，该方法成对地最大化多

个视图的相关性。设{ }
1

j N
j

Jd

j

×

=
∈X 表示包含 J 个

去均值后的视图， jd 表示视图 j 的特征维度。

SUMCOR-CCA 的目标函数为： 

  { } 1
J

1 1

max

s.t. 1, 1, ,
i j

J J

i i j j
i j

j j j j j J
= = =

= =

∑∑
w

w X X w

w X X w
  （26） 

由于式（26）没有关于 jw 的分析解，通常采用 

Manopt 工具包[55]进行迭代求解[56]。 
与 SUMCOR-CCA 相似，LS-CCA 同样成对地

最大化多个视图的相关性。该方法假设不同视图的

对应样本在相关空间中距离很近，甚至相互重叠。

LS-CCA 旨在为每个视图寻找一组典型向量，使得

映射后不同视图的对应样本之间距离最近。其目标

函数为： 

 
{ } 1

2

2
1 1

1

1min
2 ( 1)

1s.t. 1

J
j j

i i j j
i j

j j
j

J J

J

J

J J
= = =

=

−
−

=

∑∑

∑

w
X w X w

w XX w
 （27） 

式（27）可以通过特征值分解对 ( ) ( )
1[ ,,k k=w w  

( ) ]J
kw 进行求解。由于矩阵较大，计算复杂度高，可

以使用偏最小二乘[32]进行迭代求解。Vía J 等人[32]

证明了当 2J = 时，SUMCOR-CCA 和 LS-CCA 都退

化为 CCA。 
1.3.2  GCCA 

GCCA 假设每个视图都由一个共同的多变

量隐空间 1 2[ , ], , N K
N

×= ∈G g g g 生成，其目标

函数为： 

  
{ },

1

2

1
min s.t.

j
J

j

J

j j F
j

=
=

− =∑
G W

G X W G G I  （28） 

其中， jd
j

K×∈W 表示视图 j的典型矩阵， I 表示单

位矩阵，约束项保证了G为一个单位正交矩阵。式（28）
可以通过特征值分解的方式进行求解，实际计算中为

了减少计算代价，会首先对每个视图进行奇异值分

解。在 GCCA 的基础上，Benton A 等人[29]提出了考

虑不同视图重要性差异的加权 GCCA。 
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1.3.3  TCCA 
前文介绍的方法几乎是成对地优化视图的相关

性，忽略了多个视图的高阶统计特征，例如结构信息

等。TCCA 则通过计算多个视图的高阶协方差矩阵直

接最大化所有视图的相关性，其目标函数表示为： 

 { }
( )

1

1 1 2 2max , , ,

s.t. 1, 1 , ,

J
j j

J J

j j jj Jj

ρ
=

= =

w
w X w X w X

w X X w
  （29） 

其中， ρ 表示 J个视图的相关性，其计算方式为： 

( )1 1 1,2, , 1 1, , J J J JJρ = × ×w X w X C w w  （30） 

其中， j× 表示 j模态积， 1 2
1,2, ,

Jd d d
J

× × ×∈C 表示协

方差张量，其计算方式为： 

 1,2, , 1 2
1

1 N

J i i Ji
iN =

= ∑C x x x  （31） 

其中， jix 表示视图 j的第 i个样本， °表示张量

乘积。 
式（29）可以通过交替最小二乘的方式进行求

解，以获得各视图对应的典型矩阵。TCCA 利用了

张量计算，同时考虑多个视图的相关关系，因此能

够更有效地挖掘多视图中包含的高阶相关性，从而

获得更可靠的公共子空间。 
1.4  针对多个视图的非线性方法 

深度广义典型相关分析（ deep generalized 
CCA，DGCCA）[57]是针对多个视图的非线性方法，

该方法将 GCCA 和 DNN 进行了结合。就原理而言，

该非线性的扩展方式同样适用于其他针对多个视

图的线性方法。 
DGCCA 由 GCCA 扩展而来，被用于处理多个

视图的非线性关系，其扩展方法与将 CCA 扩展到 
DCCA 的方式相同。DGCCA 的模型结构如图 4 所

示。首先将每个视图通过一个多层神经网络，以获

得视图的非线性映射特征 ( )j j j=H f X ， 1, ,j J= ，

然后计算
1

J

j j=
⎡ ⎤⎣ ⎦H 对共同相关空间G 的重构误差，

并将其作为 DGCCA 的损失函数： 

 
{ }

( )
1

2

1

min s.t.
J

jj

J

j j j
Fj= =

− =∑
f

G f X W G G I（32） 

为了将 DGCCA 扩展为有监督的方法，Benton A
等人[57]将视图的标签信息作为一个额外的视图加

入模型的优化中，用于处理有监督的分类任务。 

 
图 4  DGCCA 的模型结构 

2  基于 CCA 的多视图学习方法的应用场景 

作为一种经典的统计学习方法，CCA 及其扩

展方法被广泛地应用到多个领域的机器学习任务

中。根据任务类型的不同，本文将其分为 3 类：多

视图识别、跨模态检索和分类，以及多视图信息嵌

入和表示。 
2.1  多视图识别 

识别任务通常是指有监督或者无监督的分类

或回归。在计算机视觉领域中常常使用基于 CCA
的多视图学习方法，参考文献[28]将 Daubechies 小

波变换的低频图像和原始图像分别作为两个视图，

完成人脸识别的任务；Zheng W M 等人[58]将心理学

家的语义评分作为第二视图，对人脸的图像的表情

进行识别；在性别识别任务中，Shan C F 等人[59]通

过 CCA 对步态和面部特征进行了融合。除此之外，

另一项具有挑战性的任务是三维空间中的物体姿

态估计，解决此问题的一种代表性的方法[25]是首先

在训练集上使用基于 CCA 的多视图学习方法建立

不同姿态之间的联系，然后将测试集映射到相关空

间，通过计算近邻的方式估计测试集图像的姿态参

数。Xing X L 等人[60]采用类似的思路完成了步态识

别的任务。 
除了计算机视觉任务中的应用之外，其他领域

也常常使用基于 CCA 的多视图学习方法，以语音

识别为例，参考文献[34,48,61-62]中证明了通过

CCA 对发音和声学特征进行融合能够提高语音识

别的准确率；在神经科学领域中，结合大脑生理成

像特征和临床症状等非成像特征为疾病的理解和

诊断提供了新视角[63]。其他相似的多视图学习任务

包括文本分类[28]、手写数字识别[28,30,35]、生物特征

结构预测[31]、动作识别[64]等，不同任务的差别主要
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在于视图特征的差异。 
总而言之，基于 CCA 的多视图学习方法首先

为不同的视图学习新的特征表示，即典型变量，然

后使用新的特征完成接下来的识别任务。在获得多

个视图的典型变量后，一方面可以将各个视图的特

征拼接或者求和之后用于训练学习器[26,28,34]，另一

方面也可以将第一个视图的典型变量用于训练学

习器，对任一视图进行预测[31,35,64]。这一做法主要

考虑到两种实际场景：一种是测试时可能仅包含一

个视图的数据；第二种是训练时直接将标签作为第

二个视图进行特征学习，因此针对测试样本利用视

图 1 的特征计算近邻，从而实现预测。 
2.2  跨模态检索和分类 

随着互联网多媒体数据的快速增长，跨模态检

索逐渐成为人工智能领域的热点。跨媒体检索的主

要挑战在于“异构型差距”[65]，即来自不同媒体类

型的数据结构空间不一致，这种差距使得不同媒

体数据之间的相似性难以度量，从而导致跨媒态

检索变得困难。例如文档通常包含图像和文本，

跨模态检索的目的是当用户输入查询的图像时，

系统自动返回关联的文本，反之亦然。CCA 是跨

模态检索中一种常用的解决方法[66-68]，它首先将

图像和文本映射到K维的相关空间中。考虑到不同

视图的对应样本在相关空间中位置十分接近，当输

入查询图像时，直接计算映射到相关空间后的查询

图像与所有文本之间的距离，将距离近的文本作为

检索的结果。 
跨模态分类[69]和跨模态检索具有相同的数据

分布假设，即对应的样本在映射到共同相关空间之

后距离仍然十分接近，因此在一个视图上训练的分

类器可以用于完成对另一个视图的分类。 
2.3  多视图信息嵌入和表示 

基于 CCA 的多视图学习方法的又一个重要应

用是自然语言处理中的词嵌入 [70-72]。Faruqui M
等人[71]提出了使用 DCCA 学习多种语言的词嵌入

向量，并证明了这种方式能够提升使用词相似度度

量任务的性能。参考文献[29,57]通过 GCCA 学习

用户的多视图词嵌入表示，以完成好友推荐任务。 
总而言之，多视图词嵌入方法具有以下两点优

势：第一点是使用多个视图特征学习到的特征表示

能够捕捉更充分的信息，从而更好地进行相似性的

度量；第二点是学习的嵌入特征能够降低原始特征

的维度，有效降低算法的计算复杂度。 

除以上任务外，还有语音转录[57]、超分辨率的图

像重建[73-74]、工业过程中的故障检测[72,75-76]等应用。 

3  结束语 

随着人工智能和机器学习关注度的增加，多视

图学习也在快速发展。CCA 是多视图学习中的经

典方法，该方法以最大化视图的相关性为目标寻找

原始特征空间到公共子空间的映射。本文首先按照

各方法所适用的视图数量、是否进行非线性映射的

分类方式介绍了基于 CCA 的多种改进算法，从理

论上对比了各个方法的相似性和差异性；与此同

时，介绍了这类多视图学习方法在多视图识别、跨

模态检索和分类以及多视图信息嵌入和表示等场

景中的应用。虽然基于 CCA 的多视图学习方法已

经有一些成功的应用，但是仍然存在很多挑战。基

于本文的研究内容，对未来研究方向的展望如下。 
（1）CCA 的核心在于最大化视图间的相关性，

然而最大化相关性真的有利于任务相关信息的提

取吗？在有监督的分类任务中，最大化相关性也可

能导致噪声信息的增加和有用信息的损失。因此将

CCA 应用到其他具体任务中时，需要根据任务和数

据本身进行改进和优化。进一步地，对于多视图学习

的众多场景而言，如何利用 CCA 的优势设计更通用

有效的学习框架，是值得深入探讨的话题。 
（2）绝大部分基于 CCA 的多视图学习方法涉

及矩阵分解和矩阵求逆的计算，该过程往往是导致

计算耗时长的主要原因。基于矩阵分解的求解方式

的计算量通常与特征维度直接相关。研究计算量更

小的、更优化的求解方式能够直接提高基于 CCA
的多视图学习方法的运算效率。 

（3）从数据的角度来看，将多个视图拼接为单

个视图的方式和直接使用多个视图的方式相比，缺

失的信息只在于不同视图间的区分。因此，如何将

单视图数据视图划分为多视图数据，对于有效地利

用视图间的差异性和互补信息，降低视图中与任务

无关的噪声而言至关重要。 
（4）根据实验，在某些情形下使用多视图的方

法可能不如直接使用单视图的方法，甚至不如直接

使用单个视图的方法。因此，需要根据视图的信息

量，设计合理的方法和指标用于快速判断数据集更

适用于多视图还是单视图学习方法，此外，研究如

何剔除无用的视图，对于多视图方法的应用实践而

言同样具有重要的意义。 
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